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ABSTRACT 
A generalization of the Rayleigh quotient defined for real symmetric matrices to 
the elements of a formally real Jordan algebra is used here to give a generalization 
to formally real Jordan algebras of the theorem that for any real symmetric matrix 
C with tr C > 0 there are positive definite real symmetric matrices A and B with 
C=AB+BA. 
1. EINLEITUNG 
Sind A und B hermitesche, positiv-definite Matrizen, dann ist die Spur der 
hermiteschen Matrix $(AB + BA) positiv. 
Umgekehrt hat C. S. Ballantine in [l] u.a. gezeigt, dass es zu jeder 
hermiteschen Matrix C, deren Spur positiv ist, zwei positiv-definite, hermi- 
tesche Matrizen A und B gibt, so dass die Beziehung 
C= f(AB+ BA) gilt. 
Der reelle Vektorraum der hermiteschen (r X r) - Matrizen ist unter dem 
symmetrisierten Matrizenprodukt 
(A,B)+(AB+ BA) 
abgeschlossen und ist mit diesem Prod& eine Jordan-Algebra, die formal- 
reell ist, in dem Sinne, dass A’+ B2=0 schon A = B =0 impliziert. Als 
0 American EIsevier Publishing Company, Inc., 1974 
264 U. HIRZEBRUCH 
Literatur zu Jordan-Algebren sei auf das Buch [2] hingewiesen, an dessen 
Bezeichnungen wir uns halten. 
Wir wollen das obige Ergebnis von C. S. Ballantine fur einfache, formal- 
reelle Jordan-Algebren formulieren und beweisen, ohne die Klassifizierung der 
formal-reellen Jordan-Algebren zu benutzen. Mit der Klassifizierung ist eine 
Zuriickfiihrung der Verallgemeinerung auf das Ergebnis von C. S. Ballantine 
moglich. 
Die grundlegende, aber sehr einfache Idee zur Verallgemeinerung vieler 
Ergebnisse iiber reell-symmetrische und hermitesche Matrizen ist eine Um- 
formung des Rayleigh-Quotienten und seine Verallgemeinerung auf formal- 
reelle Jordan Algebren. Die Niitzlichkeit dieser Verallgemeinerung hat sich 
schon in [3] gezeigt, und die Umformung des Rayleigh-Quotienten diirfte 
selbst dann manchmal von Vorteil sein, wenn man sich ausschliesslich mit 
reell-symmetrischen Matrizen beschaftigt. Fur einen r-reihigen, reellen Spal- 
tenvektor x sei x’ der durch Transposition aus x hervorgehende Reihenvektor. 
Fur die r-reihige, reelle symmetrische Matrix A bezeichnet man die auf der 
Sphare {x: x’x = l} definierte Funktion x+&Ax als Rayleigh-Quotienten. 
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Mengen reeller symmetrischer 
(r x r) - Matrizen {xx’: x’x = l} und { C: C2 = C, Spur C = 1) ubereinstimmen. 
Die elementare Beziehung x’Ax = Spur Axx’ = Spur i(Axx’ + xx/A) und die 
Bemerkung, dass fur x’x = y’y = 1 die Gleichheit xx’ = yy’ nur fur x = t y 
besteht, zeigen, dass der Rayleigh-Quotient als die Funktion auf { C: C2= C, 
Spur C= l}, die durch C-+Spur $.(AC+ CA) definiert ist, aufgefasst werden 
kann. 
Der Menge { C: C2 = C, Spur C = l} entspricht in einer einfachen, formal- 
reellen Jordan-Algebra & die zusammen-hangende Menge ET,( &? ) der primiti- 
ven Idempotenten (s.[4]), und der Linearform A+Spur A die reduzietie $DUT h 
auf @, das ist die assoziative Linearform auf &, die auf allen primitiven 
Idempotenten den Wert 1 annimmt. Ein Element y E @ ist positiv, genau 
dann, wenn alle Eigenwerte von y positiv sind. Dies ist nach [3] genau dann 
der Fall, wenn A( yc) positiv ist fiir alle c E 5i( 6!). Die Menge der positiven 
Elemente von & wird mit Ye bezeichnet. 
Wir werden also u.a. die folgende Verallgemeinerung des genannten Er- 
gebnisses von C. S. Ballantine beweisen: 1st @ eine einfizche, formal-reelle 
Jordan-Algebra und x eine Element aus & mit A(x) > 0, dann gibt es positive 
Ekmente a, b in & mit c = ab. 
2. AUSFtiHRUNG DES BEWEISES 
Das folgende Lemma ist die Verallgemeinerung von [l], Proposition auf 
Seite 43. 
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LEMMA 2.1. & sei eine einfache, formal-reelle Jordan-Algebra vim Grad 
r. Zu @Tern u E & gibt es ein vollstindiges Orthogonalsystem cl,. . . ,c, vote 
primitiven Zdempotenten van & mit X(ucJ =h(u)/r fiir 1 < i < r. 
Beweis. Schreibt man u in der Form u=(u-X(u)/re)+X(u)/re, so wird 
klar, dass man sich beim Beweis auf den Fall h(u) = 0 beschranken kann. Es 
sei also X(u) = 0. Dann ist weder u noch - u positiv, so dass c+h(uc) weder 
iiberall positiv noch iiberall negativ auf der zusammenhiingenden Menge 
Tr(@) ist. Daher gibt es ein Idempotent c,E Tr(&?) mit X(uc,)=O, fiir das 
folglich 0 = h( U,e) - h( uci) = h( u (e - cJ) = A( uO( e - c,)), wobei u,, die @a( ci)- 
Komponente von u in der Peirce-Zerlegung nachdem Idempotentc, bezeich- 
net. Jetzt ist u,, ein Element der einfachen Algebra 6?,,(ci) mit verschwinden 
der reduzierter Spur. Daher erhalt man durch Induktion iiber den Grad 
die Behauptung des Lemmas, denn fiir r = 1 ist sie klar. 
LEMMA 2.2. Zst c ein primitives Zokmpotent und x E @&c), dann ist e + x 
positiv genuu dann, wenn h(x’) < 2. 
Beweis. Nach [4], (1.9), gilt x3= !h(x2)x. Als Eigenwerte von r kommen 
daher nur die Werte 0, + vm in Frage. Sicher ist - vm Eigen- 
wert, da fiir r #O wegen X(x) = 0 nicht alle Eigenwerte von x nicht-negativ 
sein konnen. Jetzt ist e + x positiv genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv 
sind, also wenn 1 - v :A( x”) > 0, d.h. h(x2) < 2. 
Mit L(a) wird fur a E & die Abbildung 
b-+ab 
von d in sich bezeichnet und mit P(a) die lineare Abbildung 
P(a)=2L2(a)-L(a2). 
Es gilt P(P(a)b) = P(a)P(b)P(a) (vergl. [3], Seite 91). 
LEMMA 2.3. c sei ein primitives Zdempotent, x0 sei ein positives Element 
in 67,,(c), 3;o sei dus Znverse von x,, in 6$(c) und u sei ein EZement aus &&c), 
dunn ist ac + u + x0 positiv in & genuu ofann, wenn cx > h(x,,u, u) gilt. (Dabei 
ist h(a,b): =h(ab)). 
Beweis. Fi.ir positive Elemente a E & bezeichnen wir mit alI2 das ein- 
deutig bestimmte positive Element b E & mit b2 = a. Entsprechend bedeute 
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x;‘~ bzw. (3;o) ‘I2 die “positive Wurzel” von x0 bzw. 3;a in 6?,,(c), Beide Seiten 
der zu beweisenden Aquivalenz haben OL >0 zur Folge. Wir erinnem noch 
daran ([2]), dass fiir a E Y, die lineare Transformation P(a) den Kegel Y, auf 
sich abbildet. Weiter benijtigen wir, dass fiir XE a,(c), y E &i(c) und 
o E 6&(c) die Gleichung P(x)o= P( y)u=O gilt (vg1.[2], S. 241, Lemma 
2.4,~)). Das Element LYC + u + x0 ist positiv, genau dann, wenn 
positiv ist. Wegen P-‘(r) = P(x- ‘) ist 
P-1((ac+x,)1’2)(ac+xo+u)=e+P ( -++(&)“” u. ) 
Allgemein gilt: P(w+z)=P(w)+P(z)+2(L(w)L(z)+L(z)L(w)-L(zw)). Mit 
w=(l/fi)c und z=(Q ‘I2 ist zw=O, L(w)L(z)=L(z)L(w) und P(w)u 
= P(z)u = 0. Daher erhalten wir 
e+P 
( 
&c+(+J1’2)u=e+ --&L((~o)1’2)~, 
Nach Lemma 2.2. ist dieses Element genau dann positiv, wenn 
was aquivalent ist zu h(2L2((&i)‘/2)~, u) < a, weil fiir u E @ die Abbildung 
L(U) selbstadjungiert beziiglich A ist. Da fur x E &?a die Einschr%&ung von 
P(x)=2L2(x)--((x2) auf &l/2 verschwindet, folgt jetzt 2L2((3;o)‘/“)u=L(~,,)u 
= &u und damit die Behauptung. 
Satz 2.4. 1st & eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra, dann gibt es 
zu jedem x E & mit A(x) > 0 zwei positive Elemente a, b aus & mit x = ab. 
Bewek Nach Lemma 2.1 gibt es ein vollstlndiges Orthogonalsystem 
ci,c2,. . . ,c, von primitiven Idempotenten mit A(xc,) >0 fur 1< i < r. Wir 
setzen a in der Form Z:,,a,c, mit zunichst beliebigen positiven o, an. Die 
Determinante von L(a) ist ungleich Null, und wir wollen zeigen, dass die 
(yi >0 so gewahlt werden konnen, dass b: = L-‘(a)~ ein positivives Element 
ist. Wir benutzen jetzt die Peirce-Zerlegung nach dem vollstandigen 
Orthogonalsystem ci, c2,. . . ,c, und erhalten 
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wobei b,, v = 0, 1,1/2, die Peirce-Komponenten von b beziiglich cr sind. Fiir x 
erhllt man weiter 
b,+ 2 Fbli. 
j=2 
(2.1) 
Wir fiihren jetzt einen Induktionsbeweis iiber T. Fiir r = 1 ist die Behauptung 
des Satzes trivial. Gilt die Behauptung fiir Algebren vom Grad r - 1, dann 
konnen wir in (2.1) die oi, 2 < i < r, so wahlen, dass b, positiv in $(ci) ist. 
Wir setzen x = ,$‘rci + x0+ xi,, (bzgl. cr) und erhalten aus (2.1) 
Nun gilt b > 0 nach Lemma 2.3 genau dann, wenn 
und dies kann durch Wahl eines hinreichend grossen ai erreicht werden. 
LEMMA 2.5. Fiir a,bEY& ist P(u,b):=L(a)L(b)+L(b)L(a)-L(ub) 
positiu-definit beziiglich A. 
Beweis. P(a,b)= P(u,P(b’j2)e)= P(b’/2)P(P-1(b’/2)a,e)P(b’/2) 
=P(b’/2)L(P-1(b1/2)u)P(b1/2). Da P-‘(b1/2)u~ Y,, folgt die Behauptung 
daraus, dass L( y) > 0 (bzg. X) fiir y E Y, . 
Wir beweisen nun noch einige Korollare des Satzes. 
KOROLLAR 1. 1st UE a,p~ Ye und gilt h(up) >O, dann gibt es positive 
Elemente a, b mit u = P(u, b)p. Kunn ein u E & umgekehrt in der Form 
P(u, b)p mit a, b,p E Y, durgestellt we&m, dunn gilt A(up) >O. 
Beweis. Sei X(up) >O. Wir schreiben dafiir X(u,P( p’/2)e)=h(P( p’/‘)u,e) 
=A(P( p@)u). Also gibt es positive Elemente p,,p, mit P( p’12)u = p,p, oder 
u = P-‘( P’/~)P( p,,p,)e 
=P(P-l( p’/2)pl,P-‘( P’/~)PJP( p1j2)e 
=P(u,b)p mit u,bEY@. 
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Hat man umgekehrt x=P(a,b)p, dann folgt X(r,p)=A(P(a,b)p,p)>O wegen 
Lemma 2.5. 
KOROLLAR 2. ]e&s Element u E 62, das mindestens einen positive-n Ei- 
genwert hat, kann in der Form 
u=P(a,b)p mit a,b,pEYg 
geschrieben werden. 
Beweis. Zu jedem solchen u gibt es ein p E Ye mit A(up) > 0. Korollar I 
ergibt die Behauptung. 
Weiter erhllt man leicht 
KOROLLAR 3. Zst der Grad von & griisser oder gkich 2, ahnn folgt 
@ ={hP2)(PJP4): Pi-L)* 
KOROLLAR 4. Jedes XE @, dos mindestens einen posit&n Eigenwert hat, 
liisst sich in der Form pl( p,p,) mit p,,p,,p3 E Y, schreiben. 
Die Korollare 1 und 2 sind Verallgemeinerungen von Teilen des Theorems 
2 in [l]. 
3. DER RAYLEIGH-QUOTIENT DES JORDAN-PRODUKTS 
Fasst man wie in 4 den Raum gi( & ) als kompakte Riemannsche Teilman- 
nigfaltigkeit des euklidischen Vektorraums & (mit (x, y)+X(xy) als innerem 
Produkt) auf und bezeichnet man fur x E @ mit fx die Funktion c+fx(c) 
=X(xc) (das ist der verallgemeinerte Rayleigh-Quotient), damr erhllt man fiir 
den Gradienten von fz im Punkte c die @i,,(c)-Komponente xi/s von x in der 
Peirce-Zerlegung beziiglich c E ?ji( & ). Da c ein primitives Idempotent ist, gilt 
x= x,+X(xc)c+ xi,, 
und eine entsprechende Beziehung fiir y. Die Peirce-Komponenten sind 
beziiglich X orthogonal zueinander. So erhalten wir 
=Vxc)X( YC) + ~+1,2~YI,d 
Da x,,,(c) bzw. y&c) der Gradient von fx bzw. fy ist, gilt 
f, = fxfy + Grad fx2 grad fy ). (3.1) 
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Mit dieser Beziehung l&t sich der folgende Satz sehr einfach beweisen, der 
fiir symmetrische Matrizen gut bekannt ist. Man siehe dazu z.B. [5]. 
Satz 3.1. Sind die Elemente xy und x positiv, dann ist such y positiv. 
Beweis. c sei ein Punkt, in dem fy minimalen Funktionswert hat. Dann 
verschwindet der Gradient von fy in c, und (3.1) zeigt, dass fur dieses c die 
Gleichung fx, (c) = fz ( c)fy (c) gilt, aus der man mit den Voraussetzungen sofort 
&(c) als positiv erkennt. Da f,(c) der kleinste von f, angenommene Wert ist, 
ist fy positiv und daher y positiv. 
Der letzte Satz kann natiirlich such mit der fur positives x gi;ltigen 
Beziehung 
(L(r))-‘=imP(exp(- ta))dt 
bewiesen werden. 
Zum Schluss zeigen wir noch den folgenden Satz. 
Satz 3.2. Sind p,,p,, . . . , pk positive Elemente, dann hat 
L(Pk)L(Pk-l)“‘L(PZ)P, 
mindestens einen positiven Eigenwert. 
Da h(L(pk)L(pk-l)“.L(pz)p,,L-1(pk)“’L-1(Pz)p,)=~(p,,p,)>O und 
nach Satz 3.1 L-‘( pk)L-‘( pk_,)- . . L -‘( p,)p, positiv ist, hat L( pk) 
L(pk-l)* ’ * L(P2h mindestens einen positiven Eigenwert. 
Es llsst sich noch zeigen, dass fiir a, b E Y, die Mengen aY und bY genau 
dann iibereinstimmen, wenn a = ab dder a = ab - ’ fur ein positives a gilt. 
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